Wiederholung von Grundwissen der Stochastik

1. Grundbegriffe der Stochastik

) Raum der Ereignisse. Die einelementigen Teilmengen {w} heiflen auch Elementar-
ereignisse.
Das Ereignis A tritt ein, wenn ein w € A eintritt.

A ist ein geeignetes System von Teilmengen A von €.

> Operationen mit Ereignissen A, B, Aj, As,... € A

AU B Ereignis A oder B tritt ein

AN B Ereignisse A und B treten ein

A\B Ereignis A tritt ein, nicht aber B

A C B Ereignis B schliefit A ein

U;—; A; mindestens eines der Ereignisse A; tritt ein

Ni_, A; alle A; treten ein

O\A = A das zu A komplementiire Ereignis, tritt ein, wenn A nicht eintritt.
AN B = () bedeutet Ereignisse A und B sind unvereinbar.

AXIOME: P(A) heifit Wahrscheinlichkeit des zufiilligen Ereignisses, falls
(1) Fiir alle A € A gilt: 0 < P(A) < 1.

Wahrscheinlichkeiten liegen zwischen 0 und 1.
(2) P(Q) = 1.
(3) Fiir unvereinbare Ereignisse A;,..., 4, € A (A;NA; =0 fir i # j) gilt:

P (U A,-) => P4
i=1 i=1
allgemeiner: fiir alle unvereinbaren Ereignisse Ay,..., A,,... € A gilt:

o (0)- S

> Daraus lassen sich weitere Formeln ableiten:
(4) P(0) =

(5) Unter der Voraussetzung ANB=0)= P(AUB) = P(A)+ P(B)
(6) P(A) =1— P(A)

(7) Unter der Voraussetzung A C B = P(A) < P(B)

(8) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)



DEFINITION: Es seien A, B € A mit P(B) > 0. Dann heif}t
P(ANB)

P(AI B) = ~5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

e Formeln:

P(A|C)=1-P(A|C), P(A|C)=PANB|C)+PANB|C)

DEFINITION: Die Ereignisse A und B € A heiflen unabhiingig, wenn P(AN B) =
P(A)P(B).

> A und B sind genau dann unabhingig, wenn P(A | B) = P(A).

Formel der totalen Wahrscheinlichkeit - Bayessche Formel

> Gegeben seien Ereignisse A, B € A.

> Gegeben seien Ereignisse A, By, ..., B, € A, P(B;) > 0.
Die B; bilden ein vollstéindiges System von Ereignissen: Q = |J;_, B;, B; N B; = ( fiir
i # j, d.h. die B; sind unvereinbar und schépfen alle Moglichkeiten in Q aus. Das
bedeutet, dass genau ein B; immer eintritt.

Formel der totalen Wkt.




2. Zufallsgrof3en

Diskrete Zufallsgrofien

Verteilungstabelle:
Wert ,
i L e ’ evtl. unendlich viele Werte
Wahrscheinlichkeit | p; | po Dy
Bedingungen:

> oft ist x; = ¢

0<p <1, Er:pzzl
=1

Dann Formel fiir Wahrscheinlichkeiten:

l

Pm<X<l)=> p

i=m

Diskrete Verteilungen

Verteilung Parameter Einzelwktn.
Di
Gleichverteilung neN L (i=1...n)
Poisson-Verteilung | A > 0 i\,—:e)‘ (1=0,1,...)
Binomialverteilung | n € N,p € (0,1) | (3)p'(1—p)"* (i=0,...,n)
hypergeometrische | N, M,n €N (]\f) (]\;__]ZM) ,
Verteilung N>Mn<N (]X) (i=g,....r)
e e (A=p)p (=12
Verteilung Erwartungs- | Varianz
wert E(X) | Var(X)
Gleichverteilung ol Ltn?— &
Poisson-Verteilung A A
Binomialverteilung | np np(l — p)
hypergeometrische | Mn Mn(N — M)(N —n)
Verteilung N N2(N —1)
geometrische 1 1—p
Verteilung ]_? p?




g =max{0,n+ M — N}, r =min{M, n}

Kenngroflen diskreter Verteilungen

Erwartungswert:

E(X) = Z LiPi
i=1

Varianz (Streuung):

Var (X) = 2:(33Z —E(X))Qpi = fopz — (E(X))?

=1

Standardabweichung: o(X) = y/Var (X)

Stetige Zufallsgrofien

> Verteilungsfunktion: F(z) = P(X < x)

e Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgrofie:

() lim F(z)=0, lim F(z)=1

r——00 r—00

(b) F' ist monoton wachsend, d.h. F(z) < F(y) fiir x < .
(c) F ist stetig, d.h.
lim F(z) = F(x) fiir alle x.

Tr—T0

> Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) der Zufallsgrofe:

f(x) = F'(x)

Pla < X<b) = / F@)dz = F(b) — F(a)
P < @)= [ fw)ds = Fla)

P(X > b):/boof(x)dle—F(b)

Das Argument z, fiir das f(z) maximal wird, heift Modalwert.
> Eine Funktion f ist Dichte einer Zufallsgrofle, falls

1yﬂ@20,2)/mfmwx=1



Stetige Verteilungen

Verteilung Parameter Dichtefunktion
f(z)
Gleichverteilung auf [a,b] a,beRa<b - (x € [a,b])
: 2 2 1 (v — p)?
Normalverteilung N (p,0°%) | p € R,0% > 0 exp | ———— (x € R)
2o 202
Exponentialverteil. Exp(A) | A >0 Ae A (2> 0)
)\p
Gammaverteilung p,A>0 P~ le (2> 0)
L(p)
2 .
X —Ve.rte'llung neN T ey ! pV?"eme/2 (2 > 0)
n Freiheitsgrade 27/2T(n/2)
Weibullverteilung B, A >0 APl 2" (1> 0)
1 ithmisch. 1 | —1)?
ogari mlsC.e LER 02> 0 exp (_ (In(z) : ) ) (z > 0)
Normalverteilung V2rox 20
t-Verteil T 1)/2 2\ —(n+1)/2
crerne neN J@i—ll<r+£) (z € R)
n Freiheitsgrade ['(n/2)y/mn n

exp(x) bedeutet e”

e Normalverteilung A (0, 1) ist die standardisierte Normalverteilung

® ist Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung —Tabelle

Verteilung Verteilungs- Erwartungswert | Varianz
funktion F(z) | E(X) Var(X)
— b b—a)?
Gleichverteilung [a,b] z_ Z ¢ ;_ %
Normalverteilung ) <$ — M) i 02 >0
o
1 1
Exponentialverteilung | 1 — e™* 1 e
Gammaverteilung nicht explizit § %
p
. P(1+2)-r(1+1)
Weibullverteilung 1 — exp(—\2?) WP (1 + %) N
x2-Verteilung nicht explizit | n 2n
logarithmische & (ln(az) - ,u) ey Q2uta? (602 B 1)
Normalverteilung o
t,,-Verteilung nicht explizit 0 " 5
n —
e ['(p) ist Gammafunktion —Tabelle, I'(m) = (m — 1)! fir m € N
1 3 1 3
M) = v T() =1, T(3) = oV, T2) =1, T(3) = S




> Wahrscheinlichkeiten der Normalverteilung: X ~ N'(u, 0?)

P(X < a)zé(a_u), P(Xzb):1_q>(b_”)7

o o

Pla < ng):@(b_“>—q>(“_“),

o

Beachte: ®(—z) =1 — ®(x) fiir alle z, ®(0) =0.5
SATZ: Ist X ~ N(u,0?), dann Y = aX + b~ N(au + b,a’c?).

Kenngroflen stetiger Verteilungen

Erwartungswert: E(X) = /00 zf(x) dz

Varianz:

Var(X) = /00 (z — B(X))* f(z) dz

= [ ) de— (BQOY
Standardabweichung: o
o= \/ | @ BCOP @) da

72 (@ = B(X))” f(x) da

(Var (X))
e 0(X) > 0 bedeutet rechtsschiefe Verteilung, Modalwert liegt i.A. links neben E(X)
d(X) < 0 bedeutet linksschiefe Verteilung, Modalwert liegt i.A. rechts neben E(X)
d(X) = 0 symmetrische Verteilung

Schiefe:  §(X) =

e Schiefe spezieller Verteilungen: Normalverteilung A (p, 0?) — 6(X) =0
Exponentialverteilung Exp(\) — 6(X) = 2

DEFINITION: Eine Zahl g, heiflit Quantil der Ordnung « der stetigen Zufallsgrofie X
mit der Verteilungsfunktion F, falls

F(qa) =

. . 4
Dies bedeutet: P(X < q,) = / flz)dz =«

e Median: m = qy5
P(X <m)=P(X >m)=0.5
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e )\, Quantil der Standardnormalverteilung A(0,1),
tn;e Quantil der ¢,-Verteilung,
Xp.o Quantil der y2-Verteilung

Unabhingigkeit von Zufallsgroflen

DEFINITION: Zwei Zufallsgrolen X und Y heiflen unabhdngig, falls gilt:

P(Xe€eAYeB)=P(X e€A)PY €B)
fiir alle Mengen A, B C R.

o fiir stetige Zufallsgroflien

PX<z,Y<y)=P(X<2)P(Y<y) Vr,yeR

o fiir diskrete Zufallsgrofien

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten und Kenngrofien

> Seien X, Y zwei Zufallsgroflen. Dann gilt fiir reelle Zahlen a, b:
(1) E(X4+Y)=EX)+E®Y)

(2) E(aX)=aFE(X)
(3) E(XY)=E(X)E(), falls X und Y unabhingig
(4) Var(X) = B(X — E(X))® = EX? — (EX)?
(5) Var(aX) = a® Var(X)
(6) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), falls X und Y unabhingig
(7) Var(X)=0<«= P(X =a) =1 fiir ein a.
_—

B(aX +b) = aBE(X)+b
Var(aX +b) = a*Var(X) (a,b € R)

Stetige Zufallsvektoren

(X,Y) zweidimensionaler stetiger Zufallsvektor, Paar zweier Zufallsgrofen
Verteilungsfunktion:
Fl,y) = P(X <2,Y <y)



monoton wachsend in jedem Argument

Verteilungsdichte:
82

fr,y) = 920y F(x,y)

F(z,y) = / ) / J{0) dude

e Eine Funktion f ist Dichte von (X,Y), falls

DAz 2 [ [ ey -1

e Formel fiir Wahrscheinlichkeiten:

Pla < XSb,cSYSd)—/b/df(a:,y)dydx
= F(b,d)—F(b,c)—F(a(jd)c—i-F(a,c)

e Randverteilungen F'x und Fy von X bzw. Y:

Fx(z) = lim F(z,y), Fy(y)= lim F(z,y).

Y—00 T—00

Fiir die Randdichten fx und fy gilt:

/fwydy, fr(y /fmy

SATZ: Die beiden Zufallsgréfien X, Y mit der gemeinsamen Dichte f(z,y) sind genau

dann unabhingig, wenn

f(xy) = fx(@) fr(y)-

o> Beispiel zweidimensionale Normalverteilung mit Parametern jiy, iy, 0%, 0%, p

flz,y) = !

2roxoy\/1—p

o (g (52 20 (552) (52)  (52))

Randverteilungen X ~ N (uy,0%), Y ~N(uy,o%)

2

> Korrelationskoeffizient

cov(X,Y)

p = corr(X,¥) = \/Var(X) Var(Y)

mit cov(X,Y) f+oof xyf(x,y)dedy — E(X)E(Y). Es gilt: =1 < p < 1.



3. Einfiihrung in die Statistik

Grundlegendes Modell: in den Anwendungen:

unabhingige Zufallsgroflen X,..., X, konkrete reale Ausprigungen Xq,..., X,
mit Verteilungsfunktion F' bzw. Zahlenwerte, Werte von Vektoren,
Einzelwktn. pq,...,p, qualitative Grofien

e Vorgegeben Daten Xi,...,X,. sortierte Daten — Variationsreihe Xy, X(2), ..., X(n)
mit
X(l) < X(g) <...< X(n).

DEFINITION: Die relative Hiufigkeit des Ereignisses X; < x ergibt die empirische

Verteilungsfunktion an der Stelle x:

#{i: X; <2}  Anzahl der X; mit X; <
n n

Fo(r) =

> Histogramm

Wir teilen R bzw. den Grundbereich in mehrere disjunkte Intervalle ein: I, I, ..., I};
U =R

H; Anzahl der Stichprobenelemente im Intervall /; mit Breite A;

Uber jedem Intervall I; (j € {1,...,k}) werden Balken der Breite )\; in das Diagramm
eingetragen. Die Hohe dieser Balken betrigt entweder die absolute Héufigkeit H; oder

die relative Haufigkeit h; = %

> Stichprobenmittel (Mittelwert)

_ 1 <
X=- 2_1: X;
Empirischer Median
iy — { f((N) fa}lsnungerade N n+1,L:2
35X + 35Xy falls n gerade 2 2
Stichprobenvarianz
SR oY P s LR (znjxf —nXQ)
n—143 n—1\I
Standardabweichung -
Sx =\ === 3 (i - X)’



Variationskoeffizient

Schiefe: "

e empirisches a-Quantil:

. X fir an ¢ N
Qo =
%X(Om) + %X(an—&-l) fir an € N

wobei sich NV durch Aufrunden von an auf die néchstgroflere ganze Zahl ergibt.

Quartilsabstand: Go.75 — Go.25

4. Punktschitzungen

e Stichprobe X1, ..., X,, unabhéngiger Zufallsgrofien
X; hat Verteilungsfunktion F'.
E(X;)=p, Var(X;)=o>

Satz: Bei X; ~ N(u,0?) besitzt X, eine N(u,0?/n)-Verteilung. Ist X; nicht nor-
malverteilt, dann nithert sich asymptotisch (n — o) die Verteilung von X, einer

N (i1, 0% /n)-Verteilung.

.Xla"'aXnNN(:UﬂOQ):}
BRI
i=1

SATZ: X; ~ N (p,0%) = 25S? besitat eine x2_;-Verteilung.

Maximum-Likelihood-Schétzer

zu bestimmen sind Schétzer fir die Parameter § = (01,...,0%) einer beliebigen stetigen
Verteilung mit Dichte f;(z), © Parametermenge
Likelihoodfunktion:

-,

L(zy,...,zn | 0) = fé(xl)f§<x2) e fé(xn)

DEFINITION: Wir nennen 6 einen Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir den Parameter

10



g, falls die Likelihood-Funktion fiir # maximal wird.

L(Xy,..., X, | 0) = max L(Xy,..., X, | 6).
feco
e Bestimmung der Schiitzer:

1) Logarithmieren von L

2)
0
90

InL(zy,...,2,]10)=0 VYi=1...k,

Schiitzer fiir spezielle Verteilungen

e Normalverteilung N (u, 0?)

_ ] — I — _
=X, == X;, 6°=5.= X; - X,,)?
i - ; e ;( )
e Exponentialverteilung mit Parameter A
. 1
A==
Xn

e Poissonverteilung mit Parameter A

Binomialverteilung mit Parameter p und vorgegebenem Parameter N

NS
P_n—NZIXi

5. Konfidenzbereiche

Gegeben Stichprobe X, X5, ..., X, unabhéingiger Zufallsgrofien, Grundgesamtheit X
X, Mittelwert, S? Stichprobenvarianz

Konfidenzniveau ¢ = 1 — «

11



o Z ~x% X ~N(0,1), X und Z unabhiingig. Die Zufallsgrofie

Yy —

il

besitzt dann eine t- Verteilung mit n Freiheitsgraden (n > 1, Symbol: Y ~ t,,)

2

o X ~N(p,0?)
Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p bei bekannter Varianz o

o

Xn + )\1—a/2 : \/ﬁ

_ o
J =X, - )\1—04/2 : %7

PpueJ)=1-«
2

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p bei unbekannter Varianz o
S

_ S,
J=|Xn —tho11—a/2 %, Xn+tp1;1-a/2 %

Plueld)=1-a

2

Konfidenzintervalle fiir die Varianz o
—1)5? —1)52
zweiseitig: J = (Z ) L (n2 )%
Xn—t1—a/2  Xn-1;0/2
(n — 1)55}

einseitig: J = (0, 5
Xn—l;a

Ple*ceJ)=1-a

6. Statistische Tests
Stichprobe X1, X, ..., X,, unabhingiger Zufallsgréfien
Verteilung mit Parameter 6,

© Parametermenge, 6 € O
12



e Nullhypothese Hy : 0 € ©.

H, : 6 € ©1, ©; Teilmenge von ©\Oy, heilt Alternativhypothese.

> Schritte beim statistischen

Test:

1) Nullhypothese Hy, Alternativhypothese Hq,
Voraussetzungen, Signifikanzniveau o

2) Auswahl des Tests, Berechnung der Testgrofie T
3) Entscheidung zur Ablehnung/Nichtablehnung der Nullhypothese

Wahrer

Sachverhalt

Entscheidung

Hy richtig und H; falsch

Hj falsch und H; richtig

H, wird nicht
abgelehnt, 7' ¢ K*

richtige
Entscheidung

Fehler 2. Art

Hy wird abgelehnt
T e K~

Fehler 1. Art

richtige
Entscheidung

K* kritischer Bereich der Testgrofie

> Signifikanztest:

Signifikanzniveau o

P(T e K*) <a firf e

Tests fiir normalverteilte Grundgesamtheiten

im Folgenden X ~ N (i, c?).

Gauf3-Test
o2 bekannt, p, vorgegeben

Hypothese: a) Hy : po = g, Hi:p # 1y
b) Ho: p < pg, Hy 1 pp > 1
) Ho:pp > pug, Hutp < gy

Testgrofle:

X, —
T=20"Fo s

o

Testentscheidung: Hy wird also abgelehnt, falls:
a) [T| > M_aj2, b) T > X, ¢) T <A, wobei A\,

t-Test

o unbekannt, j, vorgegeben

13
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Hypothese: a) Ho : o= pg, Hi:p # 1y
b) Ho: p < pg, Hy : o> p1g
c) Ho:p > pg, Hi o < i
Testgrofle: - X, — Mo\/ﬁ
Sn
Testentscheidung: Hy wird abgelehnt, falls:
a) |T| > ty_11-as2, b)T >ty 11-0, ¢) T <ty_1,a, Wobei t, 1,0 = —tn_1;1-q.

Varianz-Test
o3 vorgegeben
Hypothese: a) Hy : 02 = 0%, H,:0? # o2
b) Hy: 0% <02, Hy : 0% > 0}
¢) Hy:0*> 03, Hy : 0® < 0}
Testgrofe:

52
T=mn-1)—=%
o

Testentscheidung: Hy wird also abgelehnt, falls:
a) T > X12171;17a/2 oder T' < kal;aﬂ D) T >x2 100 ©) T <Xo 10

e Nun zwei Stichproben

1. Stichprobe: X1, Xs,..., X, X~ N(py,0%)
Mittelwert X,,, Stichprobenvarianz S%

2. Stichprobe: Y;,Ys,...,Y,,, Y; ~ N (jty, 0%)

Mittelwert Y, Stichprobenvarianz S

doppelter t-Test

2 2 2 _ 2
0% und oy unbekannt, 0% = oy

Hypothese: a) Hy : iy = iy, Hi @ pix # lby
b) Ho: pry < pix, Hitpy > px
) Ho: py = px, Hitpy < piy
Testgrofle:

3
Tl
3
U |

mit

n—+m-—2

. \/(n— 1)S% + (m — 1)S2
Testentscheidung: Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls:

a‘) ’T’ > tn+m—2;1—a/2; b) T > tn+mf2;1fa7 C) T < tn+m72;om

wobei tn+m—2;o¢ = _tn—f—m—?;l—a-
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> Bei 0% # 0% ist der sogenannte Welch-Test zu verwenden.

Welch-Test
0% und % unbekannt
Hypothese: a) Ho : pixy = iy, Hy : pix # iy
b) Ho : pry < px, Hitpy > px
) Ho:py = px, Hi:py < px
TestgroBe: o
Y- X

Vi35

Testentscheidung: Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls:
a) |T| > tf;l_a/g, b) T > tf;l—aa C) T < _tf;l—a;
Anzahl der Freiheitsgrade:

T =

(25% + 55%)°

f=
oD% T e Sy
F-Test
Hypothese: Hy : 0% = 0%, H, : 0% # 0%
Testgrofe: g2
T="=2
Sy

Testentscheidung: Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls:
1

T > anl’mfl;lfa/g oder T' < .
m—1,n—1;1—a/2

Test zu Wahrscheinlichkeiten

e Gegeben Ereignis A, P(A) = p,
H,(A) absolute Haufigkeit des Auftretens von A in der Stichprobe der Lénge n.

Test auf Vorliegen einer Wahrscheinlichkeit

Po vorgegeben
Hypothese: a) Hy: p = po, Hi:p # po
b) Ho:p <po, Hi:p>po
¢) Ho:p=>po, Hi:p<po

Testgrofe:

npo(1 — po)
Testentscheidung: Die Hypothese H, wird abgelehnt, falls [T > Ay_q /0.
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Der y%-Anpassungstest

Ay, Ay, ..., A, paarweise unvereinbare Ereignisse mit Ule A =Q, p, = P(A;) > 0.

hi, ..., hy seien die aus der Stichprobe ermittelten absoluten Hiufigkeiten zu Ay, ..., Ag.
vorgegebene hypothetische Wahrscheinlichkeiten pg1, poso, - - - , Por mit po; > 0, Zle Poi =
1, Signifikanzniveau «

Wahl der A; so, dass npg; > 5. Ist npy; < 5 mindestens fiir ein i, dann sind Ereignisse

zusammenzufassen.

x2-Anpassungstest bei vorgegebenen Einzelwahrscheinlichkeiten

Hypothese: Ho : p1 = po1, - » Pk = Dok

Testgrofe:
k

o )2 2
poy i) Lg~hi

nPo; n “— Poi

=1 =1

Unter Hy ist T asymptotisch y2 ,-verteilt.
Testentscheidung: Ist T' > xj_,.;_,, so wird Hy abgelehnt, anderenfalls nicht abgelehnt.
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